Note Sur Les Points Fixes  by Monna, A.F.
MATHEMATICS 
NOTE SUR LES POINTS FIXES 
PAR 
A. F. MONNA 
(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of June 27, 1964) 
1. Un article recent de M. EDELSTEIN dans ce journal [5] me donne 
lieu a revenir a une question que j'ai posee il y a quelques ans concernant 
le theoreme de Markoff-Kakutani sur !'existence de points fixes [7]. 
Dans cet article j'ai demontre une proposition, ayant le caractere 
d'un theoreme concernant !'existence de points fixes dans lequel il s'agit 
d'une suite d'applications d'un espace metrique dans lui-meme. M. Edel-
stein a etendu ce theoreme et lui a donne la forme d'un vrai theoreme 
concernant les points-fixes. II indique qu'on a ainsi obtenu une analogie 
complete au theoreme de Markoff-Kakutani. 
Quant a cela remarquons que le theoreme, ainsi renforce par Edelstein, 
a rapport, tout comme sa forme originelle donnee par l'auteur present, 
a une suite de contractions d'un espace metrique dans lui-meme, tandis 
que dans le theoreme de M.-K. il s'agit d'applications affines, definies 
dans un espace lineaire topologique sur R, qui appliquent un ensemble 
convexe compact dans lui-meme. II n'y a done qu'une analogie en 
apparence: dans les deux theoremes il s'agit de transformations deux a 
deux permutables, ayant un point fixe commun. 
Dans [7] j'ai pose ]a question de savoir si le theoreme de M.-K. reste 
vrai dans les espaces normes non-archimediens sur un corps K muni 
d'une valuation non-archimedienne, ou, plus general encore, dans les 
espaces localement K-convexes tels que je les ai definis dans des travaux 
ulterieurs. Le theoreme concernant les suites d'applicatiops que j'ai 
demontre dans [7] et dans lequel il s'agit de l'existence d'un "point 
fixe en limite" reste vrai dans ces espaces aussi bien que le renforcement 
d'Edelstein. On peut adapter sans peine la demonstration d'Edelstein 
au cas d'une metrique non-archimedienne (respectivement des semi-
normes non-archimediennes) 1). 
La question de la validite du theoreme de Markoff-Kakutani reste done 
ouverte. Ce probleme est d'autant plus interessant vu les applications 
de ce theoreme au cas reel (par exemple !'existence de moyennes in-
variantes; voir [1] et [2]). 
1) Remarquons seulement que, selon la terminologie d'Edelstein, d(pt, Pt-1) < B 
implique d(p, q) < s de sorte que, etant donne c, les chaines consistent en 2 points; 
dans [7], theoreme 2, on a suppose que d(Tn+TcXn, Xn) < c pour n ~ Net k= 1, 2, .... 
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Mentionnons les methodes suivantes de demonstration du theoreme. 
a. BouRBAKI [l] et DAY [2] donnent une demonstration, utilisant 
la moyenne arithmetique l/n(TO+T1+ ... +Tn-1) des iteres de la trans-
formation T. Evidemment cette moyenne n'a pas de sens dans un espace 
lineaire sur un corps, muni d'une valuation non-archimedienne. Cette 
methode n'est done pas appropriee a etre generalisee. Il faudrait d'abord 
savoir par quoi il faut remplacer la moyenne arithmetique. D'ailleurs, 
on rencontre le meme obstacle dans les tentatives d'une generalisation 
de theoremes de la theorie ergodique. 
b. Il y a des demonstrations (voir par exemple [2]) qui sont basees 
sur la generalisation bien connue du theoreme classique de Brouwer: 
Soit S un ensemble convexe compact dans un espace localement convexe 
sur R et soit F une application continue de S dans lui-meme. Alors F a 
un point fixe dans S. 
On ramene ce theoreme au theoreme de Brouwer, valable dans Rn. 
Cette methode ne s'applique pas dans les espaces sur K. 
A cote d'une generalisation du theoreme de M.-K., il serait interessant 
de savoir s'il est possible de generaliser le theoreme mentionne ci-dessus 
aux espaces sur K, ou de quelle fa<;on il faudrait modifier l'enonce. 
c. Mentionnons encore un travail de DAY [3], utilisant la theorie des 
espaces localement convexes, qui pourrait etre etudie au point de vue 
d'une transposition. 
d. Signalons enfin un travail de R. DEMARR [4], ou il pose la question 
d'une generalisation du theoreme de M.-K. pour des families commutatives 
d'applications continues, non necessairement affines. II remplace les 
applications affines par des applications contractives, c'est-a-dire des 
applications T telles que 
!!Tx-Ty!! < llx-yll· 
II obtient le theoreme suivant: 
Soit B un espace de Banach et XC B un ensemble convexe compact. 
Soit ~ une famille non-vide commutative d'applications contractives de X 
dans lui-meme. Alors il existe un point fixe commun pour ~. 
Le contre-exemple suivant montre que ce theoreme ne peut etre vrai 
dans les espaces de Banach non-archimediens sur K. 
Prenons pour l'espace le corps K, muni d'une valuation non-archime-
dienne; soit X I' ensemble {xl lxl < l }. Soit a E K, !a!< l. Alors la trans-
formation x--+ x+a, applique X dans lui-meme. C'est bien une application 
contractive au sens de DeMarr. Cependant il n'y a pas de point fixe, 
puis que I' equation. X+ a= X n' a pas de solution. 
On ne donne pas ici une solution complete des problemes mentionnes 
ci-dessus. On demontre dans ce qui suit un theoreme, ramenant les 
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applications affines a des contractions au moyen de la notion d'"interieur 
d'un ensemble convexe centre par rapport au centre" que j'ai recemment 
introduite [8]. II se peut que cette nouvelle notion pourrait etre utile a 
l'etude des problemes indiques ci-dessus. 
2. Soit K un corps muni d'une valuation non-archimedienne discrete 
non-triviale. K soit complet. Soit E un espace localement K-convexe 
sur K. Soit r le systeme des semi-normes non-archimediennes p 1, 
determinant Ia topologie de E (voir [6]). Supposons que !'ensemble des 
valeurs de chaque Pi E r est identique au groupe des valeurs de K. 
Definitions. 1. Soit Tune application deE dans lui-meme. T sera 
appele une contraction locale si pour tout Pi E r il existe (!i < 1 et Ot > 0 tel que 
Pt(Tx-Ty) <.et ·p-~,(x-y) 
pour tout x, y E E tel que 
T sera appele une contraction locale uniforme si inft Ot > 0. 
2. Une application T de E dans lui-meme sera appelee une application 
affine si T est de la forme T=xo+F, ou Xo est un element constant de E 
et F est une application lineaire. 
3. Une application affine de E dans lui-meme sera appelee une appli-
cation affine centree si T satisfait a la condition suivante : T applique chaque 
corps K-convexe centre (S, 8) dans l'interieur §.( 8) de (S, 8). 
On a le theoreme suivant. 
Theorem e 1 . Ohaque application affine centree T est une contraction 
locale uniforme. 
Demonstration. Soit PtE r. Soit (S, 8) le corps K-convexe centre 
{x/pt(x) <. 1 }. On a alors (voir [8]) 
§.( 8) = {x/pt(x) < 1 }. 
On a done 
Pt(x) <. 1 '* Pt(Tx) < 1. 
Puisque x, y E (S, 8) entraine x-y E (S, 8), on a 
p-~,(x-y) <. 1 '* Pt(Tx-Ty)=Pt(F(x-y))< 1, 
et pour y=8 
Pi(x) <. 1 '* Pt(F(x}) < 1. 
On en deduit d'une faQon connue 
Pt(F(x)) <Pt(x). 
On peut cependant renforcer cette inegalite. 
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En effet, d'apres la definition de ~(8) on a 
sup Pt(F(x))<1, 
fl;(<t),;; 1 
et, les valeurs de Pi etant discretes, ce supremum est un maximum. 
En designant par e la plus grande valeur < 1 dans le groupe des valeurs 
de K, on a done 
p;(Tx-Ty) <f!Pt(x-y), 
c'est-a-dire, T est une contraction locale. 
On voit meme qu'on peut prendre f!t=f! pour tout Pt· 
Remarque. II suffit evidemment de poser la condition T((S, 8))CS(8) 
pour les corps convexes S correspondants a une base pour les semi-
normes. Ainsi le theoreme se simplifie dans les espaces normes. 
En appliquant les theoremes cites au debut, on obtient le theoreme 
suivant, ou nous considerons le cas de valuations discretes. 
Theoreme 2. Soit {Tt} (i= 1, 2, ... ) une suite d'applications affines 
centrees de E dans lui-meme, deux a deux permutables. Soit Xo E E donne; 
posons Xn=TnXn-1 (n=O, 1, 2, ... ). Supposons qu'il existe N(xo) tel que 
p,(Tn+kXn-Xn)<C pour n>N, k=1, 2, .... 
Alors il existe y E E tel que Tn+kY=Y pour k= 1, 2, ... , n;;;.N. 
Dans le cas special ou E est un espace norme on obtient: 
Theoreme 3. Soit (8,8) un corps K-convexe centre borne. Soit 
{Tt} une suite d'applications affines de E dans lui-meme telles que 
Tt((S, 8)) C ~(8), i= 1, 2, .... 
Supposons que les T 1 sont deux a deux permutables. Alors il existe y E ~( 8) 
tel que 
Tty=y pour i= 1, 2, .... 
II suffit de remarquer que S determine une norme dont la topologie est 
equivalente ala topologie donnee, et que Xo ES, Xn=TnXn-1 (n=1, 2, ... ) 
entrainent T n+kXn- Xn E S. 
II semble possible de generaliser encore ce theoreme aux ensembles 
K-convexes compacts Spar une application du fait qu'un tel ensembleS 
est !'intersection des classes d'equivalences, qui contiennent S et qui 
sont determinees par les hyperplans dont s est situe d'un meme cote. 
Pour cela il faudrait encore elaborer cette theorie (voir [8]). 
Exemples. 1. Considerons le cas ou E=K. Soit (S, 8)={xJJxJ<1}. 
On a ~( 8) = {x/ Jx/ < 1 }. Considerons les applications, definies pour tout 
x EK par 
oil at,btEK, Ja;/<1, /bt/<1 pour i=1,2, .... On voit que chaque T; 
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applique (S, 0) dans §(0); Ti est done une application affine centree. 
La condition TtT1=T1Tt est equivalente a 
On verifie que c'est justement la condition necessaire et suffisante 
pour que les equations ai X+ bi =X ( i = 1, 2, ... ) possedent une solution 
commune Jxl < 1. 
Si on impose aux ai et bt les conditions [at[,;;;; 1, [bi[,;;;; 1, Ti est une 
application de S dans lui-meme, cependant pas une application de S 
dans §(0). Il se peut que !'equation Ttx=x, c'est-a-dire (1-ai)x=bt, 
admet une solution Jxl > 1. Dans ce cas il n'existe pas de point fixe. Cette 
remarque peut justifier de considerer des applications de (S, 0) dans §( 0). 
2. Considerons l'espace Kn des suites X= (xl, ... , Xn), Xi E K, norme 
par la norme non-archimedienne 
J[x[J= max [xtl· 
l:s;;i~n 
Soit (S, 0) = {xiJixll,;;;; 1 }. On a §( 0) = {x[[Jxll < 1 }. Soit T I' application 
definie par les polynomes 
Tx1= 'LatjXlii ... xnin, j=1, ... ,n; [aii[<l. 
i 
C'est une application de (S, 0) dans §(0), et dans S c'est une con-
traction locale. En effet, on voit sans peine qu'on a 
done 
IJTx-TyJI <Max [xi -yi[ = [Jx-y[J, 
IJTx-Ty[[<ellx-y[[, e< 1. 
On voit done que le systeme d'equations 
'LaijXlii ... Xnin=Xj, j=1, ... , n, 
i 
admet une solution JxiJ<1 (j=1, ... ,n). 
Remarquons d'ailleurs que cette proprieM est une consequence simple 
du lemme de Hensel. 
Prenons le cas d'une seule variable x (pour le lemme de Hensel au cas 
de n variables voir [9]). Alors, f(x) etant un polynome a coefficients 
[ai[<1, il s'agit de trouver une solution Jx[<1 de -f(x)+x=O. Cette 
equation se reduit modulo 1J a X= X. 1 = 0. D'apres Hensel il existe alors 
une decomposition 
- f(x) +x = (x- 1X)g(x), 
ou [1X[ < 1; iX est alors la solution. 
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